Сар. | NOŢIUNI FUNDAMENTALE DESPRE VECTORI 


In mecanică există mărimi scalare sau scalari şi mărimi 
vectoriale sau vectori. 

Mărimile scalare (scalarii) sunt complet determinate prin valoarea 
lor numerică — un număr pozitiv sau negative — urmată de unitatea de 
măsură. Exemple: timpul (10 sec.), distanţa dintre două puncte (2 m), 
aria unei suprafeţe (25m?), masa (50kg.), temperatura (-109C), lucrul 
mecanic (Nm), puterea mecanică (W), energie mecanică (Jouli), etc. 

Mărimile vectoriale (vectorii) sunt complet determinate prin 
modul (mărime sau intensitate), direcţie, sens şi uneori punct de aplicaţie 
sau origine. Exemple: viteza V, accelerația а, impulsul H, momentul 
cinetic K , forta F, etc. 

Vectorii se noteazá fie printr-o literá cu o bará deasupra (v,a,F ), fie 
prin două litere cu о bară deasupra lor ( AB,MN ), prima literă indicând 
punctul de aplicaţie (originea) vectorului, a doua literă extremitatea lui. 

De exemplu un vector AB este caracterizat prin următoarele 


elemente: 


- modulul (mărimea sau intensitatea) vectorului, АВ ‚ este dat de 


numărul care reprezintă lungimea segmentului AB; 

- dreapta suport sau suportul vectorului este dreapta determinată 
de punctele A şi B; 

- sensul vectorului este dat de sensul de parcurs de la Ala B; 

- punctul de aplicaţie sau originea vectorului este punctul A; 


- extremitatea vectorului este punctul B. 


Clasificarea vectorilor in functie de punctul lor de aplicatie: 
1° Vectori liberi, la care punctul de aplicaţie poate ocupa orice 
pozitie in spatiu, mentinándu-se aceleasi: márimea, directia si sensul, 
fără ca efectul vectorului să se modifice. Aceşti vectori se caracterizează 
prin modul, direcţie şi sens. (Exemple: vitezele şi acceleraţiile unui corp 
în mişcarea de translație, momentul unui cuplu de forte.) 

2° Vectori alunecátori, la care punctul de aplicaţie se poate 
deplasa numai pe suportul vectorului, mentinándu-se acelaşi modul şi 
sensul vectorului. Aceşti vectori se caracteriză prin modul, directie,sens 
şi dreapta suport. (Exemple: forţele aplicate unui corp rigid). 

3* Vectori legati, la care punctul de aplicaţie este bine determinat. 
Aceşti vectori se caracerizează prin modul, direcţie, sens şi punct de 
aplicaţie. (Exemple: momentele polare, forţele aplicate unui punct 
material). 

Versorul sau vectorul unitate este vectorul de modul egal cu 


unitatea. 
e раса u reprezintă versorul vectorului F, adică аге modulul 


egal cu unitatea, aceeaşi direcţie şi acelaşi sens cu F, între 


vector şi versorul său există relaţiile: 


КЕР ШЕ. (1.1) 
F 
ui = vers£ = È 
F 


e Prin orientarea sa un versor poate caracteriza direcţia si 
sensul unei axe; axa este o dreaptá pe care se alege un sens 


pozitiv de parcurs, indicat uneori printr-o ságeatá. 


Echivalenta vectorilor. 


Echivalenta a doi vectori F, si Р, se exprimá prin egalitatea: 


Е = Р, (1.2) 


Cei doi vectori se numesc echivalenti їпіге еі sau echipolenti. 
Acesti vectori sunt caracterizati prin aceleasi elemente, egale іпіге ele, їп 
functie de tipul vectorilor: 

- Doi vectori liberi sunt echipolenti dacá au: 
- márimi egale, 
- suporturi paralele, 
- acelaşi sens. 

Punctul de aplicatie al vectorilor nu trebuie precizat deoarece 
operatiile de adunare si inmultire intre vectori liberi pot fi efectuate in 
orice punct arbitrar din spatiu. 

- Doi vectori alunecatori sunt echipolenti dacá au: 
- márimi egale, 
- suport comun, 
- acelaşi sens. 

Punctul de aplicatie poate fi oriunde pe suportul vectorilor, pozitia 

suportului trebuie să fie precizată. 
- Doi vectori legati sunt echivalenți între еі dacă au: 
- mărimi egale, 
- suporturi confundate, 
- sensuri identice, 
- acelaşi punct de aplicaţie. 
În acest capitol se vor prezenta operaţiile cu vectori liberi: 
- adunarea (suma) 


- scaderea (diferenţa) 


- inmultirea, 
si relatii care au la bazá aceste operatii vectoriale. 
Se mentioneazá cá nu existá notiunea si operatia de impártire 


vectorială. 


Se mai fac următoarele precizări: 

e Тоаїе operaţiile ce vor fi definite pentru vectorii liberi vor putea fi 
extinse şi în cazul vectorilor alunecătorii şi legaţi în anumite condiţii. 
Exp.: operaţiile cu vectori legaţi vor trebui efectuate în punctul comun de 
aplicaţie al vectorilor respectivi; operaţiile cu vectori alunecători cu 
suporturile concurente vor trebui efectuate în punctul de concurenţă al 
suporturilor. 

° În operaţiile cu vectori, aceştia vor reprezenta mărimi fizice de 
acelaşi tip. 

Adunarea sau suma geometrică a vectorilor. 

Suma a doi sau mai mulţi vectori este prin definiţie un vector 
obţinut prin metodele prezentate în continuare. 

Se menţionează că definiţia pentru suma vectorilor este dată 
pentru vectorii alunecători cu suporturile concurente (vectorii se 
construiesc cu punctele de aplicaţie în punctul de concurenţă al 
suporturilor) şi pentru vectorii legaţi în punctul de aplicatie comun. 

În cazul vectorilor alunecători care nu au suporturile concurente şi 
a vectorilor legaţi care nu au punctul de aplicaţie comun, se adună 
vectorii echipolenti corespunzători iar vectorul sumă obţinut se defineşte 


ca vector liber. 


Suma vectorială a doi vectori а şi b este vectorul с =а +6, care 


se obţine aplicând regula paralelogramului sau regula triunghiului. 


Regula paralelogramului (fig. 1.1.a.): se construieşte un 
paralelogram care are ca laturi cei doi vectori a si b cu punctul de 
aplicatie comun; diagonala care uneste punctul de aplicatie comun al 
celor doi vectori cu vârful opus al paralelogramului reprezintă vectorul 
sumă c=a+b. 

Regula triunghiului (fig. 1.1.b.): vectorul b se construieşte cu 
punctul de aplicaţie în extremitatea vectorului a; suma celor doi vectori 
este vectorul care uneşte punctul de aplictie al primului vector cu 
extremitatea celui de-al doilea vector. 

Suma vectorială a trei vectori necoplanari ( cu orientări 
oarecare în spaţiu ) a,b,c se obţine aplicând regula paralelipipedului (fig. 
1.1.с.): se construieşte un paralelipiped care are drept muchii cei trei 
vectori cu punctul de aplicaţie comun.Vectorul sumă d=a+b+c este 
reprezentat de diagonala care uneşte punctul de aplicaţie comun al celor 
trei vectori cu vârful opus al paralelipipedului. 


Suma a n vectori ,Б; (i=1,2....... n) se efectuează aplicând regula 


poligonului (se aplică succesiv de mai multe ori regula paralelogramului 


sau regula triunghiului) (fig. 1.1.d): 


R-YR (13) 


Їп cazul in care extremitatea ultimului vector din poligon coiencide 


cu punctul de aplicatie al primului vector, vectorul sumá R este nul 


— 


(К = 0). 


Fig. 1.1 


Proprietátile adunárii vectorilor 
e comutativitatea: 
a+b=b+a. 


е  asociativitatea vectorilor: 


(a+b)+c=a+(b+c). 


е  asociativitatea cu un scalar: 


(а+Б) - Xa Ab 


e existenţa unui vector opus: 


а+(-а)=(-а)+а=б. 


е Existenţa elementului nul: 


а-0-0-а-а. 


(1.4) 


Modul de definire a sumei vectorilor face posibilă descompunerea 
unui vector după două direcţii necoliniare în plan sau după trei direcţii 
necoplanare în spaţiu. 

Operatia de adunare vectorială a doi vectori intervine si la diferenţa 
a doi vectori. 

Diferenţa a doi vectori aşi b este vectorul a-b, care se obţine 
adunând vectorul a cu opusul vectorului b, aplicând fie regula 


paralelogramului (fig. 1.2.a), fie regula triunghiului (fig. 1.2.b): 


d=a-b=a+ 


| 


-b) (1.5) 


| 
9] 


Fig. 1.2 


Produsul dintre un vector si un scalar. 
Se consideră vectorul a si scalarul à, Prin inmultirea vectorului a 
cu scalarul à, se obţine un vector b = Xa, cu următoarele caracteristici: 
- modulul, [| - ^. al. 
- directia, aceeasi cu a vectorului a. 
- sensul, acelasi cu a vectorului а, dacă à > 0, sens contrar 


dacă A <0 


Expresia: 


b-2a (1.6) 


reprezintă relaţia de coliniaritate a vectorilor asi b. 


Proprietăţi: 


à 2-1,b--a (1.7) 
(лија = а) = на 


(4 +p)a=1a+ ua 


х(а+Б)= Ла +b. 
Магітеа algebricá а unui vector paralel cu о аха. 


Se consideră vectorii F; si F, paraleli cu аха (A) de versorul u (fig. 


1.3). Intre aceşti vectori si versorul и există următoarele relaţii: 


Е m 
j= 
* Fig. 1.3 (4) 
F, = ҮТ sau F, = Fu = F; U, (А > 0) 
F, = uu sau F, = Fu = |В), (u«0) 


Pentru un vector F =Ё || (^), de versor и, se poate scrie: 


(1.8) 


unde F este mărimea algebrică а vectorului Р. 


Márimea algebricá a vectorului F paralel cu axa (А) este egalá 


cu plusmodulul sau minusmodulul vectorului, dupa cum F are acelasi 


sens cu axa (A)sau sens contrar: 


— 


+F| pentru —>2 ">F 


F= Ей 
-Е репіги =з 
Descompunerea unui vector dupa directii concurente 

Descompunerea unui vector dupá directii concurente este operatia 
inversă compunerii vectorilor concurenţi si dă o soluţie unică în 
următoarele cazuri: 

19. Descompunerea unui vector F după două direcţii 
coplanare cu vectorul respectiv (fig. 1.4). 

Se descompune vectorul F după două direcţii coplanare cu el, date 


de vectorii a şi b, construind un paralelogram pe laturile a şi b, în care 


vectorul F este diagonală. 


Fig. 1.4 


Vectorii Е, si Е, sunt componentele vectoriale ale vectorului Е; 
F este coliniará cu a, F, este coliniară cu b, adică: 
F = Fi + Fo 


si 


Е, =a; Р, =b, 
À Si u fiind doi scalari. 


Se obtine expresia vectorială: 


F =1a+ pb 1.9 
(1.9) 


care reprezintá relatia de coplanaritate, intre vectorii a,b si Ғ. 
2?.Descompunerea unui vector dupá trei directii concurente їп 


spatiu: 


Fig. 1.5 


Se descompune vectorul F dupá trei directii concurente cu el, date 
de vectorii necoplanari a,b,c, dupa regula paralelipipedului (fig. 1.5). Se 
construieşte un paralelipiped cu muchiile orientate după vectorii a,b,c în 
care vectorul F este diagonala paralelipipedului (din originea si 
extremitatea lui F se duc plane paralele cu planele determinate de 
direcţiilea,b,c luate două câte două). 

Componentele vectoriale ale lui Fsunt dirijate după muchiile 


paralelipipedului: 


F-F ES +F 
Între componentele lui F(F,;Fa;F3) şi vectorii a,b,c se poate aplica 


relaţia (1.6) de coliniaritate: 


F-Aa Б-р Бұ-ус. 


de unde: 


(1.10) 


Proiectia unui vector pe о аха. 


Se consideră vectorul AB =F si axa(A) de versor u (fig. 1.6) 


Fig. 1.6 


Ducánd perpendiculare din extremităţile vectorului AB pe axa (A) 
-АА' L (A); ВВ" 1 (A)- se obține pe axa(A) vectorul A'B', al cărui 
scalar (sau mărime algebrică) se defineşte a fi proiecția pe аха (^) a 
vectorului AB (sau F). Notaţii: pr. AB respectiv рг., F sau Е 
Formula matematică de calculare a proiecției: 
pr., AB = АВ(сово - АВ cos(AB,u) 


sau 


F, = F|cos a - F|cos(F,u) (1.11) 


unde a. este unghiul format de vector cu axa de versor u. 
Proiectia unui vector pe o axá este egalá cu produsul dintre 


márimea vectorului si cosinusul unghiului format de vector cu axa 
(Fa = [созо 
Proiectia unui vector pe о axă este egal cu produsul scalar dinte 


vector si versorul axei (Е, = Ри). 


Proiectia unui vector pe о аха este o márime algebricá al cárui 


semn depinde de orientarea vectorului faţă de axă; dacă о e E z) , 
proiectia este pozitivă, dacă a e el proiectia este negativá iar dacá 


TU ! i S 
a= 2' proiectia este nulă. 


Їп cazul proiectiei vectorului Р: 


Cazuri particulare in proiectia unui vector pe o axá. 
1°. Раса un vector este paralel cu o аха, atunci vectorul se 
proiectează în mărime naturală pe acea axă, proiectia este egală cu 
mărimea lui algebrică, adică cu plus modulul sau minus modulul 


vectorului după cum acesta are acelaşi sens cu axa sau nu 


J 


În relaţia (1.10) de calcul a proiectiei Е, , 


— 


5 


репіги 9 ЧЕ 0-05, соѕ0° - 1, Е =|, 
pentru ME а= л, cosr=-1,F --F. 


2°. Раса un vector este perpendicular pe o аха, proiectia lui pe 


acea axă este nulá(F, = 0). 


În relaţia (1.11)de calcul a proiecției F, , 


pentru F Lu, 2-7. cos - 0, Е, - 0. 


Expresia analiticá a unui vector. 
Se considerá vectorul F care se proiecteazá pe axele sistemului 
cartezian triortogonal drept (В) = Oxyz, de versori i,j,k. Proiectiiele 


vectoruluiF pe axele de coordonate О,, Оу, О, sau coordonatele lui in 


reperul Oxyz sunt Fx, Fy si Fz (fig. 1.7). 


(R) 


Fig. 1.7 


(1.12) 


forma: 


E (1.13) 


Fig. 1.8 


Ín cazul in care se cunosc proiectiile vectorului pe axele de 


coordonate, F (F,, Ру, F2}, se vor putea calcula: 


- modulul vectorului: 


F-JF^-F +F, (în cazul spațial) (1.14) 
51 
БЕ 2 2 ^ 
Е = Р +R, (їп cazul plan) 


- orientarea lui: 


E F = F, 
cos(F, i) = ———E— — — ;cos(F, j)  ————————; 
Р +F? +F? Б +F +F? 
=- F 
cos(F,k) = Z (1.15) 


F^ «R^ +Е,2 


Expresia analiticá a sumei vectorilor 


Pentru а-а, i+a,j+a,k si b=b, i+b,j+b.k, vectorul sumă 


c=a+b are următoarea expresie analitică: 


с=а+6б = (а, +0,)і+ (ау +0,)ј+ (а, +6,)к =c, і+суј+с,К 


În cazul sumei geometrice a n vectori: 


F F {Fx Fy. Fz LH (ПЕ n), expresia analitică a vectorului sumă R 


este următoarea: 
к n cx: n = n 
арр 
i i i-1 
Е 


іп cazul vectorilor coplanari, F Fe Fy}.(i Е: п): 


n € € Рес аа 
Sr, ев, I+Ryj+Rzk (1.17) 
1 


E De n B n x = z 

| J «Xs i-em (1.18) 
Expresia analiticá a diferentei a doi vectori: 

Vectorul diferentá d=a-b, are următoarea expresie analitică: 


= — 


d-a-b- (a, -b,) i» (ay bj (az —bz)k =d, i+ dyj+dzk (1.19) 


Vectorul de pozitie (raza vectoare) a unui punct. 
Pozitia unui punct arbitrar A in reperul Oxyz se poate determina 
(fig. 1.9): 
- scalar, prin coordonatele punctului A: x, abscisa, y, ordonata 
Si Z, cota; 
- vectorial, prin vectorul OA =r , numit vector de poziţie sau 
rază vectoare; 
acest vector are punctul de aplicaţie în polul axelor şi extremitarea în 
punctul A. 
Proiecţiile vectorului де poziţie pe axele de coordonate sunt chiar 
coordonatele punctului a cărui poziţie o determină: 


n 2X ny n-z 


Deci expresia analiticá a vectorului de pozitie r a punctului A este 


de forma: 


7 (1.20) 


Metoda se utilizează їп cazul în care se cunosc coordonatele а 


două puncte situate pe suportul vectorului. 


ч. В(Хв›Ув›2в) 


A(x 4 Y 4:24) 


Fig. 1.10 


Se consideră vectorul spatial F, de mărime cunoscută al u 


versorul sáu şi coordonatele punctelor А(хд,уд,2д) Şi В(хв,Ув,2в) 


situate pe suportul vectorului respectiv (fig. 1.10). 


Se cunoaste relatia intre vector si versorul sáu: 


— 


F- 


— 


F 


Т (1.21) 
іп relatia de mai sus, modulul Е se considerá cunoscut si trebuie 


за se determine expresia versorului и. Їп fig. 1.10 se observá са и este 


бі versorul vectorului delimitat de punctele A si B: 


AB = |АВ\, и = | (1.22) 


Se exprimá vectorul AB іп functie de vectorii de pozitie ai 
punctelor A si B: 


АВ = rg -rA = (Xe - XA) i (Ya - YA)]* (ze -Za )k (1.23) 


modulul care reprezintă distanța dintre punctele A si B, având expresia: 


АВ|= J(Xa = хд) +(Ув—Уд) + (Za -ZA)- (1.24) 


Se obţine astfel expresia analitică a versorului и: 


(Хв —Хд) Ї+(Ув -ya )j+ (za -za )k 


(хв XA) +(Ув -yaf + (ZB -2АУ 


u- (1.25) 


care, introdusá іп relatia (1.20), furnizeazá expresia analiticá a 


vectorului Е: 


— — 


Быр (хв — XA) і+ (ув – Уд )ј+ (za ^ ZA)k 


(хв “ХА +(Ув ya + (Zg ZA) 


(1.26) 


Proiecţiile vectorului F pe axele de coordonate vor fi: 


— 


F Хв — XA 


F, = 


(хв XA) +(Ув -ya) + (Zg -2АУ 


IE ; УВ ЗА. =: (1.27) 
(хв —XA) + (Ув = Уд) + (26 - Za) 


— 


F ZB — ZA 


(хв XA) + (Ув Ed + (Zg za) 


F, = 


Z 


Produse de vectori. 


Produsul scalar a doi vectori. 


Produsul scalar a doi vectori a şi b este un scalar s definit prin 


relaţia: 


s = ab = а b|cos (a.b) (1.28) 


CU 


(a,b) < 180°. 


Їп relatia (1.28), cos(a,b) indicá semnul produsului scalar s ; 
Scalarul s este pozitiv, negativ sau nul, дира cum unghiul format 
de cei doi vectori este ascutit , obtuz sau drept. 


În ultimul caz vectorii a si b sunt ortogonali. 
Proprietăţile produsului scalar: 


19. Comutativitatea: 


ab = ba (1.29) 


2°. Asociativitatea in raport си un scalar: 


^. (ab) - (^a)b - a(^b) (1.30) 


3°. Distributivitatea in raport cu suma vectorilor: 


a(b - c) - ab «ac (1.31) 
49. Condiţia de ortogonalitate pentru doi vectori a si b diferiţi de 


Zero: 


>> 


ab=0 (1.32) 
(соз(а,Б) = соѕ90° = 0) 


5°. Produsul scalar a doi vectori este egal cu produsul dintre 
mărimea unui vector şi proiecția celuilalt vector pe direcţia primului 


vector: 


ab = а b|cos (a.b) = a|przb -р рта (1.33) 
6°. Їп cazul cazul coincidentei celor doi vectori care se їп multesc 


scalar (a = Б), produsul lor reprezintá pátratul márimii vectorului: 


—— —2 — 2 o 522 2 
аа=а = 2 соѕ0 = а (1.34) 
79. Proiectia unui vector pe о axă este egală cu produsul scalar 


dintre vector si versorul axei: 


— 


au = a 


соѕ(а,ш) Ed» (0 versorul axei (4)) (1.35) 


8°. Calculul unghiului dintre doi vectori a si b: 


(1.36) 


Produsul scalar al versorilor sistemului de axe Oxyz: 


ii=jj=kk=1 "WIEN NE: 

ij=jk=ki=0 ІРІ 1702120 
ШЕМЕНІ (1.37) 
к |0 |0 [1 


Expresia analitică a produsului scalar. 


Cunoscându-se expresiile analitice ale vectorilor a şi b: 


а-а,іға,іға,к şib=b,i+byj+b.k, (1.38) 
produsul scalar al celor doi vectori se calculează inmultind expresiile 


(1.38) ca două polimoane: 
ab = (а, і+ауј+а,к)(Ы, i+ Бу] + b-k) (1.39) 
tinând cont de produsele scolare ale versorilor date fie de relaţiile (1.39), 


fie din tabela (1.37). 


Se obţine: 


ab = ab, ғау, + a,b, (1.40) 


Produsul scalar a doi vectori este egal cu suma produselor 


proiectiilor vectorilor pe aceleaşi axe. 


Cu ajutorul relatiilor (1.40) se pot determina: 
e  mărimeaunui vector in funcţie de proiecţiile sale pe axele de 


coordonate: 


>> 


aa = 


— 


a sa ta «a 


y 


de unde: 


= (ау? +a,’ c a (1.41) 


e În baza relatiei de mai sus se defineşte versorul unui vector: 


ы - a ajta j+a k 
амандаса и кул. (1.42) 


а ас + ау? + а 


e Conditia de ortogonalitate a doi vectori az0 şi bz0: 


ab = a,b, +apby +а,р, =0 (1.43) 


e Expresia unghiului dintre doi vectori a 5! b. 


= a,b, +ауру +а,р, 


cos(ab) - la F a? А БЕЛГЕ n b? 4 px) 


(1.44) 


Produsul vectorial a doi vectori. 
Produsul vectorial a doi vectori a si b este prin definitie un vector 
p-axb cu urmátoarele elemente (fig. 1.11): 


- directia este perpendiculará pe planul determinat de cei doi 


vectori; 


- sensul este astfel încât vectorii a,b,p să formeze în această 
ordine un triedru drept (se aplică regula burghiului drept); 
- mărimea este egală cu aria paralelogramului format de 


vectorii a 5! b: 


р = axb|- a|bsin(ab) = A (1.45) 


Deci produsul vectorial a doi vectori este determinat prin relatia: 


p -axb = aalp|sin(a.b) is (1:46) 


unde ip este versorul lui p si (a.b) « 180?. 


| а 


Fig. 1.11 


Proprietátile produsului vectorial: 


19. Anticomutativitatea: 


axb--bxa (1.47) 


2°. Asociativitatea in raport cu un scalar: 


V (axb) - Xaxb-axab (1.48) 
3?.Distributivitatea faţă de adunarea vectorilor (la dreapta sau la 


stânga): 


ax(b+c)=axb+axc (1.49) 


(a+b)xc =axc+bxc 
4°. Relaţia de coliniaritate sau paralelism (în cazul vectorilor 


nenuli,a = 0,6 + 0 ): 


(а-25) (1.50) 
aso p | 
sin180° =0 


în cazul vectorilor identici: 


(1.51) 


Produsul vectorial al versorilor sistemului de axe Oxyz 


Fig. 1.12 


Aplicând definniţia produsului vectorial a doi vectori pentru 


perechile de versori i,j,k din fig. 1.12, se obţin următoarele expresii: 


(1.52) 


Adesea produsele vectoriale ale versorilor i,j,k date de relaţiile 


(1.52) sunt prezentate şi sub forma tabelară: 


RITE (1.53) 
dlOlk!- 
j| eR Е Б 
k|i|-i]o 


Expresia analitică a produsului vectorial. 


Cunoscându-se expresiile analitice ale vectorilor a şi b date de 
relaţiile (1.38), produsul vectorial al celor doi vectori se poate calcula în 


două moduri: 
e Se înmulţesc cele două expresii analitice ca două 
polinoame: 
p=axb=(a,i+ayj+azk)x(b, i+b,j+b2k)= 
= ab, ix i ayby ix jc aub, іхк+ 
-ayb,jx ix aybyjx ja aybz jxk (1.54) 


+apb,kx i+azb,kxj+ab.kxk, 


se înlocuiesc produsele vectoriale ale versorilor cu rezultatele 
conţinute în tabela (1.53) sau cele din relaţiile (1.52), se reduc termenii 
asemenea, obținându-se în final următoarea expresie analitică а 


vectorului produs vectorial: 


е (губ, В а, | + (ab аур, )ј+ 


la», -ab, K - P. ie py] «pk (1.55) 


е Се dezvoltă după elementele primei linii determinantul de 


ordinul 3 care conţine următoarele elemente: 

- prima linie: versorii i,j,k, 

- a doua linie: proiecţiile pe axe ale primului vector din produs 
а!а„,а,,а„}, 

- atreia linie: proiecţiile pe axe ale celui de-al doilea vector din 


produs, b [b by.b;]. 


i j k 
p=axb=la, ау а, = (аур, -a;by) i+ (ар, - a,b; )j (a,b, - ayb, )k = 
b. b, b, 


z p, i + руі + pk 


Produsul mixt a trei vectori 
Produsul mixt a trei vectori a,b,c este prin definiţie produsul scalar 


dintre vectorul a şi produsul vectorial bxc: 


т-а(5х2) 


m = a(b x c) -ар- А|Рсов(ар) - а|Б|С|эїп(Б,с )соз(а,р) (1.57) 


unde (b.c) < 180°, (a.p) « 180° 


іп relatia (1.57), cos (ар) indicá semnul produsului mixt, ааіса 


scalarul m este pozitiv, negativ sau nul, dupá cum unghiul dintre a si p 
este ascuţit, obtuz sau drept. În ultimul caz vectorii din produsul mixt sunt 
coplanari. Ansamblul de vectori a,b,c luati intr-o ordine stabilită,formează 
un triedru drept sau stâng după cum produsul lor mixt este pozitiv sau 
negativ. 

Ca semnificaţie geometrică, produsul mixt este egal cu volumul 
algebric al paralelipipedului construit pe cei trei vectori din produs,aplicati 


în acelaşi punct si considerati drept muchii pentru paralelipiped.(fig. 1.13) 


m - a(bxc) - ap - «V 


(1.58) 


Fig. 1.13 


Urmátoarele relatii conduc la afirmatia de mai sus: 


— 


"р-Әхо,р 


=A (1.59) 


A fiind aria paralelogramului care are ca laturi vectorii b si c (fig. 
1.13) 


ap = P|prpa = A (2h) = +\/ (1.60) 
• proiecția vectorului a pe vectorul p este înălţimea algebrică +h а 


paralelipipedului (fig. 1.13): 


*h, даса (ар)‹ 90? (ansamblul де vectori a,b,c formeazá un 


"triedru drept: a fiind de aceeaşi parte cu p fată de planul 
definit de b si с). 

-h, dacă 90%(ар) 180% апватыш де vectori a,b,c formeazá ип 
triedru stáng,a fiind de partea opusá lui p fatá de planul 
definit de b si c ). 

Relatia (1.60) exprimá faptul cá volumul algebric +\/ al 


paralelipipedului din fig.(1.13) este egal cu produsul dintre д-р, агіа 
bazei paralelipipedului şi +h= рга, înălţimea paralelipipedului normală la 


bază determinată de b si c. 
Deci, volumul V al paralelipipedului format de vectorii a,b si c este 


dat de modulul produsului mixt al celor trei vectori: 


= a(b x с) = а|р|соз(а,р) = Біра EY 


(1.61) 
Dacá volumul paralelipipedului este nul, rezultá cá vectorii sunt 
coplanari. 
Proprietăţile produsului mixt: 


1°. Comutativitatea ciclică: 


a(bxc)-b(cxa)-c(axb) (1.62) 


2°. Asociativitatea in raport cu un scalar: 


al а(Бхс)) = ла(Бхс) = а(25хс) =a(bx1c) 
(1.63) 
3°. Distributivitatea faţă de adunarea vectorilor: 


(1.64) 


(3-5)сха)-а(сха)»Б(ғха) 


49. Relatia de coplanaritate in cazul vectorilor nenuli: 


a(bxc)-0 


(1.65) 


(p-BxG— plBplG dacă ар-0-р14) 
Caz particular: dacá doi vectori sunt coliniari sau identici,produsul 
mixt este nul (а(%а х Б) =; a(b x a) = 0). 


Expresia analiticá a produsului mixt. 
Se considerá cunoscute expresiile analitice ale celor trei vectori: 


a).Se calculeazá produsul vectorial p 2 bxc: 


i j k 
р=Бхс=р„ b, b,-(byc; -b;oy Ji (6,0, –Б,с,)ј-+(6,су - bc, )k = 
Сх су C 
(1.66) 


= руі + руј +р;К 
Se calculează produsul scalar ар: 


п-ар-а,р, «ауру ға,р,-а, (bye; — bzcy) + 


* ay (b;c, - bxCz) + a; (b.c, - Бус, ) 


(1.68) 


Produsul dublu vectorial a trei vectori: 
Produsul dublu vectorial a trei vectori a,b,c este prin definiţie un 


vector d egal cu produsul vectorial dintre vectorul asi produsul bxc: 


d-ax(bxc) (1.69) 


Proprietăţile produsului dublu vectorial. 


1°. Asociativitatea în raport cu un scalar: 


| âx(6x6)] - 38x (8c) -ах (абе) = (Bx) 
(1.70) 
2°. Coplanaritatea vectorilor b,c si d „exprimată prin relaţia ( — ): 
d = Ab + uc (1.71) 
(Vectorul deste perpendicular pe a si bxc,ceea ce înseamnă cá e 


coplanar cu vectorii b si c ). 
3°. Descompunerea produsului dublu vectorial îintr-o diferenţă 


vectorială: 


a» (bc) - (ac)6- (a5) (172) 


Expresia analiticá a produsului dublu vectorial. 


Se considerá cunoscute expresiile analitice ale celor trei vectori. 


а) Se calculează produsul vectorial b xc: 


К 
p-bxc-b, by һ„=(Ыус,—Б,с,)ї+(б,с„ —Ь,с„)]+ 
Cz 


бу бу 
(bxc, -byc, Jk = pi - pyj + pzk (1.73) 
Se calculează produsul vectorial a хр: 
i j k 
а-ахр-іа, а, а, = (аур, -apy Ji 
Px Py Pz 
+(а,р, –а,р,)ј+(а,ру –-аур,)к=%1+0;ј+0,к (1.74) 


obtinándu-se astfel expresia analiticá a vectorului d. 
b). Se aplicá relatia (1.72) de descompunere a produsului dublu 


vectorial care se transcrie analitic: 


d- àx (b«c) = (ac)B - (ab)c - 
= (ас, +аусу + acz )(6,і + byj + о.к) _ 
= (ab, +a, by +a,b; (c.i « cj * czk). (1.75) 

iar dupá efectuarea calculelor se obtine expresia analiticá a vectorului 


dublu produs vectorial de forma: 
d=d,i+d,j+d,k (1.76) 


Їп incheiere sunt prezentate douá relatii cunoscute, consecinte ale 
operatiiilor algebrice definite în acest capitol: 

1°. Identitatea lui Poisson. 

2°. Identitatea lui Lagrange. 


10. Identitatea lui Poisson. 


Fiind daţi vectorii a,b,c există următoarea relaţie: 


ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0 (1.77) 


cunoscută sub numele de identitatea lui Poisson. 
Relaţia se verifică uşor aplicând pentru fiecare produs dublu vectorial 
formula (1.72) de descompunere a unui produs dublu vectorial sub formă 


de diferenţă: 


(âc)5-(âb)c+(6a)c - (beJa + (©Б)а-(са)Б - 0 (1.78) 
29. Identitatea lui Lagrange. 


Identitatea lui Lagrange se exprimă prin următoarea relaţie: 


EP OL «л. куд = "== 
(ab) +(axb) -а? (1.79) 
Prin ар!їсагеа formulelor de definire a produsului scalar (1.28) si a 


produsului vectorial (1.46), se scriu urmátarele relatii cunoscute: 


ab-lB|b|cos(ab): (аб) - laf [| cos" (a.b). 


х5 = |6 әп(а, 5): ^ (axb) = af f sin?(a,5). 


2 21-12 


— 


a 


— 


b 


— 


a Ib cos? (â,5) + af l| sin? (3,6) - afb 


айса (ab) «(axb) =la | (1.80) 


